
논문 08-33-09-04 한국통신학회논문지 '08-09 Vol. 33 No. 9

669
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요   약

홀수인 소수 와    , 그리고    에 대해서, 주기가   인 -진 m-수열   에 대해서 

 개의 서로 다른 decimated 수열들     ,  ≤    가 존재한다. 이 논문에서는   와 

    ,  ≤      사이의 상호상관 값이   ±    과 같음을 보이고, 상호 상관 값의 

분포를 유도하였다.
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ABSTRACT

For an odd prime ,   and    , there are   distinct decimated sequences    , 

 ≤    , of a -ary m-sequence    of period   . In this paper, it is shown that the 

cross-correlation function between    and     takes the values in   ±     and their 

cross-correlation distribution is also derived.
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Ⅰ. 서  론

낮은 상호상관 값을 갖는 수열 군에 대한 연구가 

오랫동안 진행되었는데[1]-[4], 특히 주기가  인 

-진 수열 군을 만들기 위해    을 만족

시키는 decimation 값 에 관한 연구가 활발히 진

행되었다[5]-[8]. 하지만 낮은 상호상관 값을 가지는 

시퀀스 군을 만드는데 있어 decimation 값 가 반

드시 그런 성질을 만족 시킬 필요는 없으므로 주기 

 과 서로소가 아닌 decimation 수 를 이용한 

수열 군에 대한 연구도 진행되었다
[9].

홀수인 소수 와  , 그리고   

에 대해서,     이므로 주기가 

 인 -진 m-진 수열 에 대해서  

개의 서로 다른 decimated 수열 , 

≤ , 가 존재한다. 이 논문에서는 
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와 , ≤  사이의 상호상관 값이 

집합 ±  에서 값을 취함을 보이

고, 상호상관 값의 분포를 구하였다.

Ⅱ. 사전지식

가 홀수인 소수이고 

는 개의 원소를 갖는 

유한체라 하자. 그러면 

에서 


으로의 trace 함

수는 ∈

와 에 대해서 다음과 같이 정의된다.


   

  

  




가 

상의 원시원일 때 trace 함수를 이용해서 

주기가  인 -진 m-수열 를 
  로 쓸 

수 있다. 이 논문에서는 다음과 같은 표기들이 사용

될 것이다.

 ∙  , : 양의 정수, : F p n
상의 원시원;

 ∙  
  ;

 ∙   
 ,  

  , 그리고 .

또한 다음의 성질들을 사용할 것이다.

 ∙ 
    ;

 ∙ 
      ;

 ∙  
 

 
  

  
;

 ∙ 
    



   ,   ;

 ∙모든 양의 정수 에 대해서  ≠.

      이므로 서로 다른 

decimated 수열 (≤ )가 

 개  존재하고 
   로 정의된다. 이 

때 수열의 주기는  이다. 그러면 가 차 복

소근이고, , 일 때, 와 decimated 수열 

 사이의 상호상관 값은 다음과 같다.

  
  

 



    

∈


  

.   (1)

Ⅲ. 상호 상관 값의 계산

이 장에서는 (1)의 상호상관 값이 가질 수 있는 

값을 구할 것이다. 다음의 보조정리는 Helleseth[6]에 

증명된 것으로 앞으로의 정리를 증명하는데 사용할 

것이다.

 보조정리 1.[6] 가 홀수인 소수이고 이 짝수인 정

수일 때 다음이 성립한다.


∈




















   




 





   




≠

□

 정리 2. (1)에서 주어진 -진 m-수열 와 

decimated 수열 (≤ )과의 상

호 상관 값은 집합  ±   에
서 값을 취한다.

 증명) Helleseth의[6] 정리 3.8의 증명과 비슷한 방법

으로 정리 2를 증명할 수 있다. 
 

(≤ )라 하면 ∈

인 에 대해서 


   

 이고 (1)은 다음과 같이 쓸 수 있다.

  



 




∈




   
. (2)

를 다음 식의 해 의 개수라고 하자.


     



    

                     ≤ .      (3)

보조정리 1에 의해서 (2)는 다음과 같이 쓸 수 있다.

       
 . 

또한 ,  , 


,   , 


  를 

이용하면 (3)을 다음과 같이 나타낼 수 있다.      

 


  


  ,               

                 ≤ .      (4)

(4)의 해의 개수인 는 (4)를 에 대한 다

음과 같은 두 가지 방정식으로 나타냄으로써 구할 

수 있다.

1) 가 짝수 일 때;

   


 


      (5)

2) 가 홀수일 때: 

   


 


 .    (6)

(5)와 (6)의 방정식은 에 대한 이차방정식이

므로 각각 두 개씩 의 값은 최대 4이다. 하지
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만 (5)가 두 개의 서로 다른 근을 가지면 (6)은 두 개

의 서로 다른 근을 가질 수 없고, 역도 마찬가지임을 

근과 계수의 관계를 이용하여 어렵지 않게 보일 수 

있으므로 는 0, 1, 2, 3만 가능하다. 그러므로 

가능한 의 값은 ±이다. 

    □

Ⅳ. 상호 상관 값의 분포

이 장에서는 (1)번에서 정의된 수열의 상호상관 

값의 분포, 다시 말해 각각의 상호 상관 값의 발생 

회수를 구할 것이다. 이를 위해서 먼저 , 
, 의 값을 구할 것이다.

정리 3. 는 다음과 같이 구할 수 있다.


 

 

 











 



     





 

증명) (1)에 의해서 는 다음과 같이 표현된다.


 

 

  
∈

∈



    

∈

 



  가 홀수이고,     이므로 


∈



  

∈


 

 
이다. Square 에 대해

서는   , nonsquare 에 대해서는 nonsquare 를 

이용하여  라 두면 다음과 같다.


 



   
∈




 

 
∈





 


 


        (7)

보조정리 1에서, 모든  ≤  에 대

해서 


는 0이 아니기 때문에 첫 번째 합 부분은 

다음과 같다.

             
∈




 




            (8)

두 번째 합 부분에서, 
  

 를 이용

하면 

 



 




 는 
   이고, 즉 는 

1이므로 두 번째 합 부분은 다음과 같다.  


∈





 


 









        





 
    (9)

(8)과 (9)를 (7)에 대입하면 를 구할 수 있다.  

                                            □

정리 4. 는 다음과 같이 주어진다.


 

 


 











 



 



   
 

  



 

 증명) 는 다음과 같이 표현된다.


 

 


  

∈

 

 
 

 
∈



        

         
∈


≠ 

∈

 

 
 




정리 3을 이용하면 는 다음과 같이 계산된다.

       
 

 


    

 




 .          □

원시원 와   
  ,  

 을 이용하여, 

의 값을 구하는 정리 9에 사용될 보조정리와 

정리들을 유도할 것이다.

 보조정리 5. 

 상에서 정의된   to 1  함수 

  →는 다음과 같은 성질들을 가진다.

 1)     ;

 2)        ,

          ≤  ≤  .

 증명)  와   을 이용하면 위의 성질을 어

렵지 않게 이끌어 낼 수 있다.                  □

보조정리 6. 아래 방정식의 모든 해는 

상에 있는 

개의 모든 원소이다.

             ∈


     (10)
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 증명) 이 (10)의 해가 되는 것은 자명한데, 

이라 가정하면 수식 (10)은     

로 쓸 수 있다. 보조정리 5로부터 (10)의 해는 어떤 정수 

과 에 대해서 다음을 만족해야한다.

            
  

.       (11)

 ≠이면, (11)은 다음과 같다.

                 








.               (12)

는 

 상의 원소이고, 



  이므로, (12)의 양

변에  승을 하면  
를 얻을 수 있다. (11)

과   으로부터     이 되는데 이것은  ≠

라는 가정에 위배된다. 그러므로     이고, 

 이 된다. 그러므로 을 포함하면 (11)

의 해는 

상의 개의 원소가 된다.             □

 보조정리 7. ≤ 라 하면 모든 각각의 

(≤ )에 대해서,     을 만족

시키는 해 가  , 
 의 쌍으로 두 개씩 존재

한다. 여기서 는 

상의 원시원이고, 는 

≤  사이의 어떤 정수이다. 

 증명) 모든 에 대해서 ≠임은 어렵지 않게 알 수 

있다. 같은 에 대해서 다음을 가정하자.

      
  

 
  

 ,            

                  ≤ ≠ 
 .

위 두 식에 각각  승을 한 후 각각의 식을 나

눈 후 
  의 성질을 이용하면 과 사이의 

관계식을 아래와 같이 얻을 수 있다. 

 


  
   




여기서  ≠이기 때문에    
 

가 된다. 그러므로 고정된 에 대해서 과  

이 동시에     에서 해 가 됨을 알 수 있

다. 여기서 는  개의 서로 다른 값을 가질 수 

있고 는 0을 제외하고  개의 서로 다른 값

을 가질 수 있으므로 각각의 에 대해서 위와 같은 두 

개의 해가 존재함을 알 수 있다.                □

  다음의 정리 8에서는    을 만족 

시키는 의 개수를 구할 것이다. 

정리 8. ≤ 와 ≤ 인 와 

에 대해 아래 식의 해는 다음과 같다.

            ∈

       (13)

 을 만족하는 는   개 존재하고, 

이 아닌 각각의 에 대해서는 각각  개의 

해 가 존재한다.

증명) 증명은 크게 가 0인 경우와 0이 아닌 경우로 

나눈 뒤 그 아래 각각 에 따라 네 가지 경우로 나누

어서 생각할 것이다.

경우 1)  : 

 이 경우에 있어 총   개의 (13)을 만

족하는 해 가 존재함을 증명할 것이다.

경우 1-1) : square, : square; 

차수가 2인 원분수(cyclotomic number)의 성질로부터
[13] 는 square이고 동시에 는 nonsquare인 는 

 개 존재한다. 이 경우에 있어 과 

  모두 

 상의 원소이고, 그러므로 (13)의 오

른쪽 식은 형태가 된다. 보조정리 6에 의해서 

   이 되는 해를 제외하면 (13)의 해 

는 다음과 같다.

     
 

  

  
 

경우 1-2) : square, : nonsqurae; 

  먼저 이 경우에 있어    ⇔ 이라는 것을 

보일 것이다. 여기서 보조정리 5에 의해서 

 
 이므로   이면  이여야 

한다. 역을 증명하기 위해서  ≠이면 ≠임을 

모순을 통해 보일 수 있다. 다음으로   을 만

족하는 는 모두 nonsquare임을 보일 것이다. 보조정

리 5에 의해서  을 만족하는 는 
으로 나

타낼 수 있고, 그러므로 square임을 알 수 있다. 이 때 

가 square라 가정하면 는 
로 표현할 수 

있고, 
  

를 얻을 수 있는데, 이 식은 다

시   


 로 쓸 수 있다. 여기서 양변에 

 승을 하게 되면 
 을 얻게 된다. 하

지만 의 성질상 어떤 과 를 대입하더라도 이 식

을 만족 시킬 수는 없고 따라서 는 nonsquare가 

된다. 여기서    을 만족시키는 

 상의 해 

는 을 제외하고  개가 됨을 알 수 있다. 
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경우 1-3) : nonsquare, : square; 

  경우 1-2)와 비슷한 방법으로 와 의 역할을 

반대로 생각하면 이 경우에도 역시 (13)의 해 는 

 개 임을 알 수 있다.

경우 1-4) : nonsquare, : nonsquare;

  이 경우에 있어 먼저,    ⇔ 임을 

보일 것이다. 순방향의 증명은 자명하고, 역방향의 증

명은   ≠ ⇒≠임을 모순을 유도하여 보

일 수 있다. 다음으로 와 가 모두 nonsquare일 

때   을 만족하는 의 개수를 구할 것이다. 

   
 이라고 둘 수 있고, 보조정리 5

에 의해서 이식은 

   


  로 쓸 수 있

다. 이것은 다시 아래와 같이 나타낼 수 있다.

              
  







.            (14)

(14)의 양변에  승을 하게 되면, 
 

을 얻을 수 있는데, 이것은  를 의미한다. 또한 

(14)를 만족하는 은 각각의 다른 과 t 2=- t 1을 

만족하는   순서쌍에 대해서, 다른 값을 가짐을 보일 

것이다. 같은 을 가지면서 (14)를 만족하는 서로 다

른 과 ′이 있다고 가정하면 
 

  
 

′



′
을 

만족해야 하는데, 
  

′ 
≠이므로 이것은 불가능

하다. 이 경우에 있어, 은 ≤ 
 이므로, 

(13)을 만족하는 nonsquare 의 개수는 총  

개 임을 알 수 있다.

경우 2) ≠: 0이 아닌 각각의 에 대해서 아래 네 

가지 경우를 고려할 때 (13)을 만족하는 의 개수는 

 개씩 있음을 보일 것이다.   

경우 2-1) : square, : square; 

  경우 1-1)에서 보였듯이 이 경우에는 (13)을 만족하

는 해가 없음을 알 수 있다.

경우 2-2) : square, : nonsquare; 

  보조정리 5 로부터 square 와 nonsquare 에 

대해서 아래 식을 만족하는  , 가 존재한다. 여기

서 ≤  
 이다.

         
  

  .     (15)

이것은 다음을 만족시켜야 한다.

            


    .             (16)

여기서 각각의 (≤ )에 대해서 (13)식

을 만족시키는 해 의 개수가  임을 다음의 

과정을 통해 증명할 수 있다. 증명 과정은 생략하도록 

하겠다.

⦁과정1: (15)에서 로부터  으로의 mapping이 

1-1 이다. 

⦁과정2: 각각의 에 대해서 (15)와 (16)식을 만족시

키는 가능한  의 순서쌍이  개 있다.

⦁과정3: 각각의 에 대해서 과정2에서 구한 가능한 

해 중 딱 하나만이 해가 아니다. 

경우 2-3) 그 이외의 경우;

경우 2-2)와 비슷한 증명과정으로 각각의 에 대해서 

(13)을 만족하는 nonsquare 가  개씩 있음

을 보일 수 있다.                             □

  보조정리 6과 정리 8을 이용하여 다음의 정리 9에

서 를 구할 수 있다.

정리 9. 는 다음과 같이 주어진다.


 

 


 












    


  


  

 


 


      




     


  


  

증명) 는 다음과 같이 전개 할 수 있다.


 

 


    

    

 ∈

 

 
 

 


 
  ≠ 

∈

 




 
 




위 식의 첫 번째 합은 다음과 같이 정리된다.

  
    

  ∈

 

 
 

 


   
∈


 

 
 

  

 

두 번째 합은 다음과 같이 정리된다.
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 
∈


 


 

 
≠  

∈

 




 
∈


 

 
 


 
∈


 






  


 
∈


 










그러므로 일 때, 상호상관 값의 세제곱의 합

은 다음과 같이 정리할 수 있다.

   
 

 


   

∈

 


     


 

 


   

보조정리 6과 정리 8로부터 가 

 상에서 변할 때, 

다음의 사실을 알고 있다.

 












   

 

  




 
    

여기서 는 ≤ 이고, 는 ≤ 

사이의 어떤 정수이다. 그러면 위의 사실로부터 

을 아래와 같이 구할 수 있다.


 

 


 









   

  




 
 

       

   

 
 



  
 

   

여기서   
  이고,  

 이다.  

                                            □

  정리 2, 3, 4, 9를 이용하여 와 사이의 

상호상관 값의 분포는 다음 정리 10에서 구할 수 있다.

정리 10. 는 홀수인 소수이고,  ,   

일 때 -진 m-수열 와 그것의 decimated 수열 

, ≤ , 사이의 상호상관 값의 분포

는 다음과 같다.

1)   ;

 









 

  


  
 



  
 



  
 



otherwise:

 









 

 


 
  



 
  



  
 



여기서 는 ≤  이다.                  □
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